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Mathematische Anmerkungen:

Welche Beziehung besteht zwischen der normalen spharo-
zylindrischen Schreibweise von Korrektionsglasern und den

Zernike-Polynomen?

Vor einer wellenfrontgesteuerten Hornhautchirurgie
werden die Abbildungsfehler mit einem Aberrometer
gemessen. Als Ergebnis der Messung erhdlt man
ca. 25 Zernike-Koeffizienten, mit denen man die Fehler
des untersuchten Auges darstellen kann. Diese
mathematische Beschreibung der Abbildungsfehler
unterscheidet sich fundamental von der iiblichen spha-
ro-zylindrischen Beschreibung einer Fehlsichtigkeit.

Gibt es einen Zusammenhang zwischen der sphéro-
zylindrischen Schreibweise und den Zernike-Koeffi-
zienten? Wenn ja, wie lautet er?

Die folgenden mathematischen Anmerkungen
versuchen, diese Fragen zu beantworten und den
exakten Zusammenhang zu erldutern. Sie ergdnzen
meine DOZ-Artikel in Heft 12/04 und 1/05.

Die iibliche sphéro-zylindrische und
die Power-Vektor Darstellung

Eine Ametropie wird Ublicherweise durch den sphérischen
Brechwert S, den zylindrischen Brechwert C und die Zylinde-
rachse o des Korrektionsglases gekennzeichnet.

Um den Zusammenhang mit den Zernike-Polynomen herzu-
stellen, muss man die klassische Schreibweise der Fehlsichtig-
keit zunéchst in eine andere Form tberfuhren, die im englisch-
sprachigen Raum als ,Power-Vektor Darstellung” bezeichnet
wird. In der Power-Vektor Darstellung verwendet man anstelle
des sphérischen Brechwerts S das sphérische Aquivalent SA.

) SA':S+%C

Das spharische Aquivalent beschreibt die Stérke des besten
sphérischen Glases, mit dem der Kreis der kleinsten Verwirrung
auf die Netzhaut abgebildet wird.
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Abb. 1) Vektorzerlegung der zylindrischen Korrektion.
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Zur Beschreibung des Astigmatismus werden in der Power-
Vektor Darstellung anstelle der Stérke des korrigierenden Mi-
nuszylinders C und der Zylinderachse o zwei Zylinderkompo-
nenten J, und J,5 verwendet, die man durch eine Vektorzerle-
gung erhalt (Abb. 1 und Thibos und Horner, 1997 und 2001).
Jo kennzeichnet die Vektorkomponente des korrigierenden
Jackson-Kreuzzylinders mit horizontaler bzw. vertikaler Achsla-
ge. J,5 kennzeichnet die Vektorkomponente des korrigieren-
den Kreuzzylinders mit schrégen (45°, 135°) Achsen.

1
Jy=——Ccos(Qa
2 0573 (Ca)

Jy5 = —%Csin(2a)

Insgesamt wird die Fehlsichtigkeit also durch einen Power-
Vektor mit den drei Komponenten (SA, J, Jus) vollsténdig be-
schrieben. Alle drei Komponenten tragen die Einheit <Diop-
trie>. Eine Achsenangabe ist nicht mehr nétig. Da das engli-
sche Wort ,Power” in der Optik mit Brechkraft bzw. Brechwert
Ubersetzt wird, kdnnte man diesen Vektor auf Deutsch auch als
,Brechkraftvektor” bezeichnen.

Diese Schreibweise erscheint zunédchst ungewohnt. Eine
derartige Vektorzerlegung des Astigmatismus fand aber bereits
Anfang der 80er Jahre in dem freisichtigen Phoropter ,Vision
Analyser” der Fa. Humphrey eine praktische Anwendung. Bei
diesem Phoropter wurde wéahrend der Refraktionsbestimmung
zuerst das beste sphérische Glas aufgesucht. Im Anschluss
daran wurde die horizontale bzw. vertikale Zylinderkomponen-
te Jo mit einem speziellen Dreistrichtest korrigiert. Danach er-
folgte die Korrektion der schrégen Zylinderkomponente J;5.

Aus diesen beiden Komponenten kann man die Stérke des
korrigierenden Minuszylinders C tiber den Satz des Pythagoras
berechnen.

_7)) C=—2‘\||J02+J452

Die Zylinderachse a erhélt man tber die Formel

4) a= larctan(ﬂ)
2 Jo
Die Ubliche Kennzeichnung der Fehlsichtigkeit durch Sphére,
Zylinder und Achse ist mathematisch &quivalent zur Beschrei-
bung der Fehlsichtigkeit durch die drei Komponenten des Po-
wer-Vektors (SA, Jo, J45). Beide Darstellungen kénnen mit obi-
gen Formeln ineinander umgerechnet werden.
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Die wellenoptische Beschreibung
von Abbildungsfehlern

Bei der Wellenfrontanalyse von Abbildungsfehlern werden
Begriffe der Wellenoptik verwendet. Worin liegt der wesentli-
che Unterschied zur Strahlenoptik?

Abb. 2a) Lichtstrahlen, 2b) Wellenfronten, 2c) Lichtstrahlen und
Wellenfronten stehen senkrecht aufeinander.

In der strahlenoptischen Darstellung stellt man sich Licht-
strahlen vor, die nach dem Brechungsgesetz abgelenkt wer-
den. So bricht eine fehlerfreie Pluslinse ein einlaufendes Paral-
lelstrahlbtindel derart, dass alle Lichtstrahlen im Brennpunkt
zusammenlaufen (Abb. 2a).

In der wellenoptischen Formulierung wird das Licht nicht
durch Strahlen, sondern durch Wellenfronten dargestellt. Eine
Wellenfront kann man sich anschaulich z.B. als die Position ei-
nes Wellenberges zu einem gegebenen Zeitpunkt vorstellen.
In der Sprache der Wellenoptik verursacht eine Linse eine Ver-
formung der einlaufenden Wellenfront. Eine fehlerfreie Pluslin-
se macht z.B. aus einer parallelen Lichtwelle eine konvergente
Kugelwelle, die im Brennpunkt zusammenléuft (Abb. 2b).

Leicht zu merken ist die allgemeingiltige Tatsache, dass ein
Lichtstrahl immer senkrecht zu der dazugehorenden Wellen-
front verlauft (Abb. 2c).

Der Wellenfrontfehler W

Mit dem Begriff ,Wellenfrontfehler” bezeichnet man die Stér-
ke der Abweichung einer Wellenfront vom ,idealen” Verlauf. In
Abb. 3 ist der Wellenfrontfehler W anschaulich dargestellt. Es
wird angenommen, dass die Linse in Abb. 3 das Licht eigent-
lich im Brennpunkt Fiye, btindeln soll. Im oberen Teil der Linse
in Abb. 3 sei der Brechwert aber stérker als er sein soll. Die
Wellenfront wird deshalb starker gekrimmt als notig. Der
dazugehdrende Lichtstrahl l&uft zu einem néaher bei der Linse
liegenden Punkt F,. Im unteren Teil der Linse in Abb. 3 sei der
Brechwert zu schwach. Die Wellenfront ist deshalb zu wenig
gekrimmt. Der dazugehérende Lichtstrahl wird zu dem hinter
Figeal liegenden Punkt F, gelenkt.
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Abb. 3) Schematische Darstellung des Wellenfrontfehlers W. In der
Abbildung wird angenommen, dass die Linse das Licht eigentlich im
Brennpunkt Figeas blindeln soll. Im oberen Teil der Linse sei der
Brechwert aber zu stark. Die Wellenfront ist deshalb zu stark ge-
krimmt. Der Lichtstrahl lduft zum Punkt F;. Im unteren Teil der Linse
sei der Brechwert zu schwach. Die Wellenfront ist deshalb zu wenig
gekrimmit. Lichtstrahl lGuft zum Punkt F>.

Der Gangunterschied zwischen der idealen Wellenfront (schwarz)
und der tatsdchlich vorliegenden Wellenfront wird in Mikrometern
gemessen und als Wellenfrontfehler W bezeichnet. Im oberen Teil
der Linse lauft die reale Welle (rot) voraus. Im unteren Teil der Linse
lduft die reale Welle hinter der idealen her (blau).

Der Gangunterschied zwischen der idealen Wellenfront und
der tatsachlich vorliegenden Wellenfront wird in der Einheit
Mikrometer gemessen und als Wellenfrontfehler W bezeich-
net. Im oberen Teil der Linse in Abb. 3 l4uft die reale Welle der
idealen voraus. Der Wellenfrontfehler W ist dann positiv. Im
unteren Teil der Linse in Abb. 3 l&uft die reale Welle hinter der
idealen her. Der Wellenfrontfehler W ist dann negativ.

Wenn man die Abbildungsfehler Giber den gesamten Linsen-
querschnitt beschreiben will, so muss man den Wert des
Wellenfrontfehlers fur alle Orte innerhalb der Linse angeben.
W(r,®) ist also eine 2-dimensionale Funktion des Ortes P(r,©)
in der Pupille.

M Zerlegung des Wellenfrontfehlers in
elementare Komponenten

Die komplexen Wellenfrontfehler eines realen Linsensy-
stems bzw. des Auges kann man besser verstehen, wenn man
den Gesamtfehler in elementare Komponenten zerlegt. Diese
Zerlegung erfolgt heutzutage tUberwiegend auf der Basis der
Zernike-Polynome.

Bei den Zermike-Polynomen handelt es sich um ein vollstan-
diges Funktionensystem aus unabhéngigen (orthogonalen)
Funktionen, mit denen man eine beliebige Fehlerverteilung
innerhalb eines Linsensystems oder innerhalb der Pupille des
Auges auf eine eindeutige Art und Weise kennzeichnen kann.
Insgesamt gibt es unendlich viele Zernike-Polynome. Fur die
Augenoptik sind aber nur die ersten 25 wichtig. Einige Beispie-
le fir die Zernike-Polynome und ihre anschauliche Bedeutung
sind in Abb. 4 und in Tabelle 1 aufgelistet.

Jedes Zernike-Polynom wird nach der von der Standardisie-
rungskommission der Optical Society of America vorgeschla-
genen Notation durch zwei Indizes gekennzeichnet. Der tief-
gestellte Index n beschreibt die radiale Ordnung des Poly-
noms. Sie ist definiert durch den héchsten Exponenten in der
formelmaligen Darstellung. Der hochgestellte Index be-
schreibt die meridionale Frequenz - diese Zahl beschreibt die
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Abb. 4) 2-dimensionale farbkodierte Darstellung der Zernike-Poly-
nome. Die verschiedenen elementaren Abbildungsfehler lassen sich
in Form einer Pyramide sortiert darstellen. Der Komplexitétsgrad der
Abbildungstehler nimmt von oben nach unten zu. Griin: keine Wel-
lenfrontfehler; rot: die Wellenfront IGuft im Vergleich zu einer fehler-
freien Abbildung zu schnell; blau: die Wellenfront ist verzégert.

Fehlerfrei Abbildung Z(()) =1

Prismatischer Fehler mit
Basis 0° oder 180°
Prismatischer Fehler mit
Basis 90° oder 270°
Zylindrischer Fehler mit
Achse 45° oder 135°

77\ (r.0)=2rsin®

Z(r,0)=2rcos6

ZEZ(V,H) =/6rsin20

Sphaérischer Fehler Z§ (r.0)= \/5(2’,2 1)

Zylindrischer Fehler mit

2 2
Achse 0° oder 90° Z5(r,0)= J6r% cos20

Koma

Z; (r,0)= \/§(3r3 —2r)cosf

Dreiachsiger Astigmatismus mit

3 3
Achsen 60°, 180° und 300° Z3(r,0) = 81> cos 30

Sphérische Aberration 22 (r.0)= \/5(6;»4 —6r% + 1)

Tabelle 1: Mathematische Schreibweise einiger Zernike-Polynome in
Polarkoordinaten

Anzahl der Schwingungsperioden der periodischen Wellen-
frontfehler bei einem Umlauf um die Linsenmitte.

Die formelmaRige Darstellung erfolgt im Polarkoordinatensys-
tem. Die Variable r kennzeichnet den Abstand des betrachteten
Punktes innerhalb der Linse von der Mitte der Linse. Der Winkel
Oist der Winkelabstand des jeweiligen Ortes von der Horizonta-
len. Die Variable r ist auf den Linsenradius 7, normiert und
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nimmt deshalb Werte zwischen 0 und 1 an. Man erhalt mit Hil-
fe der Formeln Werte fur alle Punkte P(r,®) innerhalb der Linse.
Mit diesem mathematischen Ristzeug lésst sich jeder belie-
bige Wellenfrontfehler W(r,®) durch eine unendliche Summe
aller Einzelfehler darstellen.
W(r,0)= Z c‘,-‘:.Z,-f.(r. &)
n,f

W(r,0)=c)zd(r,0) + ¢ 27 (r,0) + | 2} (r,0) + 52 252 (r, 0) + ...

5)

Die Konstanten C; sind Gewichtsfaktoren, die als Aberra-
tionskoeffizienten oder Zernike-Koeffizienten bezeichnet wer-
den. Sie geben an, mit welcher Stérke das jeweilige Zernike-
Polynom Z! zum Gesamtfehler beitragt. Wenn eine bestimmte
Konstante c/, gleich Null ist, zeigt dies, dass der dazugehéren-
de Fehler Z/ in der Linse nicht vorkommt. Der gesamte Wel-
lenfrontfehler W und die Koeffizienten c/ werden in der Ma-
Reinheit Mikrometer angegeben.

Die Zernike-Darstellung der Abbildungsfehler ist fiir optome-
trisch oder medizinisch ausgebildete Fachleute ungewohnt
und schwer zu interpretieren. Drei Zernike-Koeffizienten lassen
sich aber direkt in die Power-Vektor Komponenten einer sphé-
ro-zylindrischen Korrektion umrechnen. Die entsprechenden
Umrechnungsformeln lauten (Thibos et al., 2002):

6) SA < dpt >zﬁcg < pum>
r
P
-2
7) Jo < dpt >=_2\/802+2<ﬂm>
r
P
246 _
8) J45 <dpt>= {C22<l[lm>
r
p

Die Starke des sphérischen Aquivalents kann man also aus
dem Zernike-Koeffizienten cJ ausrechnen. Die Astigmatismu-
skomponenten J, und J,5 erhélt man aus den Zernike-Koeffi-
zienten ¢#? und cZ Die in der Augenoptik tiblichen Werte Zy-
linderstarke und Achse kann man anschlieBend tiber die Um-
rechnungsformeln (3) und (4) berechnen.

Diskussion

Man beachte, dass die Brechwertkomponenten SA, J, und
J45 das entgegengesetzte Vorzeichen der Zernike-Koeffizien-
ten haben. Dies rihrt daher, dass die Koeffizienten den Refrak-
tionsfehler des Auges beschreiben; SA, J, und J 45 beschreiben
hingegen den Brechwert des korrigierenden Brillenglases.

Die Formel (6) stimmt nur néherungsweise, wenn das Auge
sphérische Aberration aufweist. Dann erhélt der Augenoptiker
bei der Refraktionsbestimmung einen sphérischen Messwert,
der nicht nur vom sphérischen Fehler Z9 sondern auch von der
Starke der sphérischen Aberration Z9 und vom Pupillendurch-
messer abhangt. Um dies zu berticksichtigen, mtBte in Formel
(6) ein zusatzlicher Term eingefthrt werden, der den Zernike-
Koeffizienten c§ enthalt.

In den Umrechnungsformeln (6) bis (8) taucht im Nenner
der Pupillenradius 1, auf. Dies ruihrt daher, weil der Wellenfront-
fehler am Rand einer Linse viel groBer ist als nahe der Mitte
(Abb.3). Bei einer vorgegebenen Fehlsichtigkeit héngt der ma-
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ximal auftretende Wellenfrontfehler also vom Pupillenradius
ab. Bei einer vorgegebenen sphérischen Fehlsichtigkeit hat das
Korrektionsglas hingegen einen sphérischen Brechwert, der
nicht vom Pupillenradius abhéngt. Dieser Unterschied wird
durch den Nenner von (6) - (8) berticksichtigt.

Aus den Formeln (6) bis (8) kann man ablesen, dass die
Aberrationskoeffizienten ¢9, ¢%, c¢3? anders skaliert sind als die
SA, Jo und J,5 - Werte. Um bei vorgegebener PupillengréRe
gleich groRe Dioptrienwerte fiir SA, J, und J 45 zu erhalten, mis-
sen sich die Koeffizienten c9, c%, c3?wie 1:v2:42 verhalten.

In der konventionellen Dioptrienschreibweise der Augenop-
tik erhélt man einen Astigmatismus mixtus, wenn die sphéri-
sche Fehlsichtigkeit gleich der Hélfte der Zylinderstérke ist und
beide Fehler das entgegengesetzte Vorzeichen haben. Bei der
Rechnung mit Zernike-Polynomen ergibt sich hingegen ein
Astigmatismus simplex, wenn man zum sphdrischen Fehler ei-
nen 2 mal so groRen zylindrischen Fehler hinzuzéhlt - wenn
also z.B. ein Abbildungsfehler von 29 +1225? vorliegt.

Zusammenfassung

Eine sphéro-zylindrische Fehlsichtigkeit 1&Rt sich entweder
durch die Angabe von

Sphére, Zylinder und Achse |

oder durch die Power-Vektor Komponenten

SA, Jound J,5

eindeutig kennzeichnen.

Mit den Zernike-Koeffizienten kann man nicht nur diese
,normalen” Abbildungsfehler beschreiben, sondern zusétzlich
auch alle Aberrationen hoherer Ordnung. Der gesamte Wellen-
frontfehler hat eine komplizierte mathematische Gestalt (5).
Die drei Zernike-Koeffizienten

0 -2 ~+2

kann man aber mit einfachen Formeln in die Power-Vektor
Darstellung und in die traditionelle augenoptische Schreib-
weise umrechnen.
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Anhang

B Wer war eigentlich Frits Zernike?

Frits Zernike wurde am 16. Juli 1888 in Amsterdam als zwei-
ter Sohn von sechs Kindern geboren. Sein Vater, Carl Frederick
August Zernike, war Mathematiklehrer und Leiter einer Grund-
schule. Er war ein hochbegabter Mann und interessierte sich
fur viele wissenschaftliche Gebiete. Er gab zahlreiche grundle-
gende Buicher heraus und auch seine padagogischen Artikel
fanden Beachtung. Seine Mutter, Antje Dieperink, war eben-
falls Mathematiklehrerin. Einer seiner Briider wurde Physikpro-
fessor. Eine seiner Schwestern, die mit dem bekannten Maler
Jan Mankes verheiratet war, wurde als erste Frau in die holldn-
dische protestantische Kirche ordiniert. Eine andere Schwester
war eine der fuhrenden Schriftstellerinnen der Niederlande.

Frits erbte seine Leidenschaft fur die Physik von seinem
Vater. Schon als Junge besal3 er ein Arsenal von Tépfen und
Schmelztiegeln, die er von seinem Taschengeld finanzierte
oder als Geschenke von verstandnisvollen Firmen erhielt. Auf
der weiterfihrenden Schule glénzte er in den wissenschaft-
lichen Fachern, vernachléssigte aber Gebiete wie Geschichte
und Sprachen, eingeschlossen Altgriechisch und Latein.
Deshalb musste er spéter eine staatliche Prifung ablegen, um
sich an der Universitét einschreiben zu kénnen.

Wéhrend seiner Schulzeit investierte er seine gesamte
Freizeit in zahllose Experimente und berthrte dabei auch den
Bereich der farbigen Fotografie. Seine begrenzten finanziellen
Mittel zwangen ihn dazu, Ather selbst herzustellen, den er fiir
seine fotografischen Experimente benétigte. Andere Ergeb-
nisse seines Einfallreichtums waren eine Fotokamera und ein
astronomisches Miniaturobservatorium, ausgestattet mit dem
Antrieb eines alten Plattenspielers, das ihm ermdéglichte, Bilder
von einem Kometen zu machen. Zusammen mit seinem Vater
und seiner Mutter fronte er der Leidenschaft, schwierige
mathematische Probleme zu |6sen.

Er trat 1905 in die Universitdt von Amsterdam ein und stu-
dierte Chemie mit den Nebenfachern Physik und Mathematik.
Sein Interesse an der Mathematik erwachte erneut, als er
1908 von der Universitdt Gronigen flr eine preisgekronte
wissenschaftliche Arbeit eine Goldmedaille erhielt. Eine weite-
re Auszeichnung bekam er 1912 fir eine optische Arbeit. Die
Jury der Holldndischen Gesellschaft fur Wissenschaften setzte
sich aus namhaften Wissenschaftlern dieser Tage zusammen,
unter ihnen Lorentz und Van der Waals. Als er vor die Wahl ge-
stellt wurde, ob er lieber die Goldmedaille oder Geld haben
wolle, schrieb er zuriick, dass er es bevorzugen wirde, das
Geld zu bekommen, da er schon einmal das Privileg gehabt
hétte, eine Goldmedaille zu erhalten. Dieser preisgekronte
Aufsatz bildete die Grundlage fur seine spétere Doktorarbeit
(1915).

1913 lud ihn Kapteyn, der bekannte Astronomieprofessor
der Universitdt Groningen, ein, sein Assistent zu werden.
1915 erhielt er seinen ersten Lehrauftrag an der Universitét,
aber nicht in Chemie oder Astronomie, sondern als Dozent
fur mathematische Methoden der Physik. 1920 wurde er zum
Professor ernannt. Aus seiner experimentellen Arbeit ging
ein besonders empfindliches Galvanometer hervor, das seit
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1923 von der Firma Kipp & S¢hne in Delft produziert wurde.
Ab 1930 wandte er sich vermehrt der Optik zu. Er entwickelte
das Phasenkontrastmikroskop und veroffentlichte wissen-
schaftliche Arbeiten iber Abbildungsfehler und partielle Kohé-
renz. In diesen Arbeiten stellte er das Funktionensystem vor,
das wir heute als Zernike Polynome bezeichnen. Gemeinsam
mit seinen Schilern bestimmte er den Einfluss von Abbil-
dungsfehlern auf die Lichtverteilung im Brennpunkt von Linsen
(1938-1948).

Die groRartige Entdeckung der Phasenkontrastmikroskope
im Jahr 1930 erhielt nicht sofort die Aufmerksamkeit, die sie
verdiente. Die Firma Zeiss/Jena unterschétzte zundchst den
Wert des neuen Verfahrens. Dies dnderte sich erst als die
deutsche Wehrmacht alle Entwicklungen, die moglicherweise
dem Krieg dienlich sein konnten, beschlagnahmte und ab
1941 das Phasenkontrastmikroskop produzieren lie3. Nach
1945 stellten auch viele andere Firmen das Phasen-kontrast-
mikroskop, das der Mikroskopie neue Moglichkeiten der Beob-
achtung an lebenden Zellen er6ffnete, her. Sie trugen dadurch
wesentlich zur Weiterentwicklung der modernen Medizin bei.

Frits Zernike

Zernike' s Arbeiten wurden von der niederldndischen mikro-
skopischen Gesellschaft gewdrdigt. Die Royal Society in
London verlieh ihm die Rumford Medaille. Von der medizini-
schen Universitdt Amsterdam erhielt er die Ehrendoktorwiirde.

1953 erhielt er fur die Entwicklung des Phasenkontrastmi-
kroskops den Nobelpreis ftir Physik.

Frits Zernike starb am 10. Marz 1966 in Naarden, einem
kleinen Ort in der N&he von Amsterdam.
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